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开挖模拟在数值流形方法中的实现 
焦  健 1，乔春生 1，徐干成 2 

（1. 北京交通大学 土木建筑工程学院，北京 100044；2. 空军工程设计研究局，北京 100068） 
 

摘  要：针对数值流形方法特有的覆盖剖分方式，提出了一种模拟岩土工程中开挖过程的算法。该算法采取某种措施，在覆

盖剖分过程中将开挖面视为特殊的不连续面，这种不连续面将其所在的数学网格剖分成不同的流形单元，但却不对所在的数

学覆盖作剖分。这样，开挖面两侧虽分属不同的流形单元，但开挖面两侧同一数学网格内的流形单元却具有相同的物理覆盖。

采用该算法，无需对开挖面处的单元进行特殊处理，可在整个分析域采用统一的网格形式；同时，打破了原有数值流形方法

的限制，将开挖面的位置完全当作连续介质来处理，避免了因将其视为不连续面而产生的误差。验证了算法的可靠性后，将

其应用于某假想隧道的开挖模拟，计算结果表明该算法具有一定的应用前景。 
关  键  词：数值流形方法；覆盖剖分；开挖模拟；开挖释放荷载 
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Simulation of excavation in numerical manifold method 
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Abstract: An algorithm that can simulate the excavation problem in numerical manifold method (NMM) is proposed according to the 
special cover system of NMM. In this algorithm, the excavation face is considered as a special kind of discontinuity that divides the 
mesh it crosses into different elements but doesn’t divide the mathematical cover it crosses. Such manner ensures that the elements on 
both sides of the excavation face are independent while the elements in the same mesh still have the same physical covers. So the 
algorithm retains the advantage of NMM that a uniform mesh can be competent to any geometrical conditions, and break the 
limitation of NMM that the excavation face must be treated as real discontinuity, which will result in unavoidable error. After being 
verified, the algorithm was used in an excavation simulation of a tunnel; and the results prove that the algorithm has a wide range of 
application. 
Key words: numerical manifold method; forming of cover system; simulation of excavation; excavating released loads 
 

1  引  言 

数值流形方法是石根华博士于 20 世纪 90 年代

提出的一种用于材料变形分析的数值分析方法[1]。

它起源于非连续变形分析，同时融入了现代数学流

形分析中采用的有限覆盖技术，以数学覆盖、物理

覆盖为基础，具备能够统一处理连续与非连续变形

问题的能力。在模拟节理变形特性、几何大位移、

动静交叉问题等方面有着独到的优势，已成为岩土

工程数值分析领域的主要工具之一，很多相关研究

工作围绕其展开。董志宏等[2]研究了端部锚固锚杆

在数值流形中的模拟方法，并计算了锚固岩体的开

挖问题。Lin Jeen-Shang[3]发展了一种结合了强度等

效和变形等效理论的数值流形方法，将其应用于节

理岩体的模拟。魏高峰等[4]基于 Wilson 非协调元理

论，推导了附加非协调位移基本项的流形元通用公

式，建立了非协调数值流形方法。姜清辉等[5]在四

面体有限单元覆盖的三维数值流形方法的基础上，

建立了高阶三维数值流形方法，有效地提高了三维

数值流形方法的计算精度。 
对于岩土工程中常见的开挖问题的数值流形模

拟还不多见。文献[2]对开挖模拟作了简化处理，假
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设开挖在瞬时完成，难免会因为与物理实际不相符

而产生一定误差。文献[6]更进了一步，实现了对开

挖卸荷作用的模拟，该文假设开挖面在开挖前为不

连续面，可将在覆盖剖分的过程中将开挖部分与剩

余部分截然分开，开挖时将开挖面以内的流形单元

设为空单元即可。然而，大多数情况下开挖前开挖

部分与周围土体是作为连续体而存在的，假设开挖

面为不连续面的做法也具有一定局限性。文献[7]
中，开挖面对流形单元划分没有影响，虽然保证了

材料体在开挖面处的连续性，却因为部分单元会横

跨开挖面两侧，给释放荷载的计算和施加增添了相

当的麻烦。 
针对数值流形方法中覆盖剖分的特点，本文提

出了一种数值流形方法中模拟开挖问题的算法，可

以真实地反映实际的物理现象，且算法简单，容易

实现。用于验证的算例表明，该算法具有一定的应

用前景。 

2  有限覆盖系统 

数值流形方法有分开且独立的数学网格和物理

网格：数学网格只定义近似解的精度，它由覆盖整

个材料体的许多有限重叠区域所组成；而物理网 
格，定义其积分区域，包括材料体的边界、裂缝、

块体和不同材料区域的交接面。 
基于不同形式的数学网格，数学覆盖的定义方

式也有所不同。目前的研究中多采用有限元网格或

规则的格子作为数学网格。如果考虑网格上任一节

点，含有这一节点的所有数学网格的并集便定义为

一个数学覆盖。 
物理覆盖是由数学覆盖和物理网格组成。如果

裂缝或块体边界把一个数学覆盖分成两个或更多的

完全不连续的区域，这些区域(位于材料内部的区域)
便分别定义为独立的物理覆盖。因此，物理覆盖是

物理网格对数学覆盖的再剖分[8]。 
若干个物理覆盖的交集定义为流形单元。特别

地，当采用三角形网格作为数学网格时，流形单元

为所在数学网格 3 个节点对应的物理覆盖的交集；

采用四边形网格时，流形单元为所在数学网格 4 个

节点对应的物理覆盖的交集。 
本文采用了能够覆盖全部材料区域的矩形网格

作为数学网格，以图 1 为例说明覆盖系统的剖分原

理。图 1（a）中，数学网格节点用数字表示。按照

前面所述覆盖定义方式，每个节点对应形成一个数

学覆盖，数学覆盖在物理网格的再剖分下形成物理

覆盖。以数学网格 1-2-5-4 的 4 个节点为例，其各自

的数学覆盖和物理覆盖见表 1。 
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(a) 数学网格和物理网格 
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(b) 流形单元 

图 1  覆盖系统 
Fig.1  Cover system 

 
表 1  节点的数学覆盖和物理覆盖 

Table 1  Mathematical cover and physical cover of the node  
on the mathematical mesh 

覆盖系统 
编号 

数学覆盖 物理覆盖 
1A：b-c-m 

1 1-2-5-4 
1B：a-b-m-5-j 
2A：b-c-d-e-f-n-m 

2 1-2-3-6-5-4 
2B：a-b-m-n-5-j 
5A：b-c-d-e-f-g-n-m 

5 1-2-3-6-9-8-7-4 
5B：a-b-m-n-g-h-i-j 
4A：b-c-m 

4 1-2-5-8-7 
4B：a-b-m-5-h-i-j 

 
在覆盖剖分过程中，位于材料以外的数学网格

将被裁剪掉，最终形成如图 1(b)所示的流形单元划

分，不同颜色的区域即为不同的流形单元。 
如前所述，采用矩形数学网格时每个流形单元

是 4 个物理覆盖的交集。图 1(b)中的单元①、②均

位于数学网格 1-2-5-4 中，它们是由这 4 个节点的物

理覆盖剖分而成。又因为单元①、②位于裂缝

b-m-n-g 两侧，构成它们的物理覆盖必定完全不同，

才能满足位移函数在这两个单元之间不连续的要

求。观察分析 4 个节点的物理覆盖与单元①、②的

包含关系发现，单元①是 1B、2B、5B、4B 4 个物
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理覆盖的交集，单元②是 1A、2A、5A、4A 4 个物

理覆盖的交集。这便分别是构成这两个单元的物理

覆盖。 

3  模拟开挖的数值流形算法 

土方开挖是岩土工程中常见的施工形式，如在

基坑、边坡、隧道等工程中，开挖都起着控制性的

作用。利用数值模拟工具对开挖进行有效的模拟，

可以提供变形、位移、应力等参考指标，成为施工

方案评价、比选的依据。 
3.1  数值流形方法模拟开挖的可能性和局限性 

模拟开挖的关键在于使开挖面上的应力完全解

除，成为应力自由面。广泛采用的做法是求出开挖

部分土体在开挖前所形成的节点力，给开挖面上的

节点作用与此相反的节点荷载[9]。有限元方法中，

需要在前处理时对开挖面两侧的单元分别设置，令

开挖面恰为单元的边界，以便通过计算单元边界上

的应力分布或直接计算单元节点的等效节点力，从

而得到开挖面上的开挖释放荷载。 
数值流形方法因其两套网格的设置，可以对复

杂的材料边界采用统一的数学网格，无需在裂缝、

材料交界面等不连续面处做特殊的网格划分。按照

覆盖的定义，不连续面作为物理网格自动将其两侧

的部分划分为不同的流形单元。如能利用数值流形

方法的这一特点，将开挖面视为不连续面，则无需

像有限元一样，在开挖面处再进行额外复杂的网格

划分，可以在一定程度上简化前处理的工作。但如

果简单把开挖面作为不连续面处理，如同图 1 中的

例子，开挖面两侧的流形单元将完全分属不同的物

理覆盖，开挖面处的位移因此变成是不连续的。虽

然按照数值流形方法的要求，不连续面处将设置接

触弹簧，而开挖前的计算也将能够保证弹簧处于锁

定状态；但接触弹簧只是限制了接触面上有限个点

的位置不发生嵌入，这与实际的物理情况还是有很

大差别的。 
因此，实现数值流形方法对开挖的真实模拟，

要在覆盖剖分过程中对开挖面作特别的处理。 
3.2  模拟开挖的覆盖剖分过程 

一般地认为，流形单元的形成是一个从上至下

的过程，即按照“数学覆盖－物理覆盖－流形单元”
顺序依次生成。但这只是为了表明各个概念间的关

系而采取的定义方式，在编程实现覆盖剖分时，也

不一定按照这样的顺序。蔡永昌、朱合华[10]提出的

覆盖剖分算法便是按照“流形单元－数学覆盖－物

理覆盖”的顺序完成的覆盖剖分工作。基于这样的 

思路，便可以实现开挖面剖分出流形单元却不剖分

出物理覆盖的目的。其步骤为 
①根据开挖步的不同，将材料划分为若干个

Group，令每个 Group 都有闭合的边界。仍以图 1
为例（与之不同的是，这里假设边 b-g 不再是裂缝，

而是一个开挖面），四边形区域 b-d-e-g 为将要开挖

掉的部分，令其为 Group1，余下的四边形区域

a-b-g-i 为 Group2。 
②搜索找到每个 Group 之间的公共边，并加以

记录，这些边即为开挖面。如图 1 中的边 b-g。 
③对数学网格和物理网格进行几何运算，找到

每一个闭合的最小区域。如果该区域位于材料内部，

即为一个流形单元；位于材料外部，则将其裁剪掉。

最终得到如图 1(b)所示的流形单元划分。 
④按照文献[10]中对数据结构的设计，每个流

形单元记录了其所属数学网格的 4 个节点。据此，

便可以得到每个数学网格节点所涉及到的流形单

元，这些流形单元的并集即为该节点对应的数学覆

盖（从定义来讲，位于材料外部的网格部分也属于

数学覆盖，但将其忽略对求解没有任何影响）。如图

1 中的节点 2，按照上述步骤可得到它的数学覆盖 
是五边形区域 a-d-e-f-j。 

⑤针对每一个数学覆盖，搜索在其面积范围内

是否存在物理网格，如果有物理网格将该数学覆盖

划分成若干个独立闭合区域，每一个区域即为一个

物理覆盖。但如果该物理网格属于前面已经记录过

的开挖面，则忽略其对数学覆盖的剖分。仍以图  
1(a)中节点 2 为例，在其数学覆盖范围内存在物理

网格 b-n。如果 b-n 为材料中的不连续面，则节点 2
的数学覆盖 a-d-e-f-j 被剖分成四边形 a-b-n-j 和五边

形 b-d-e-f-n 两个物理覆盖；而如果 b-n 属于开挖面，

则不对节点 2 的数学覆盖作剖分，即节点 2 只存在

一个物理覆盖，且与其数学覆盖区域是一致的。 
⑥利用计算机几何算法，判断每个流形单元位

于哪 4 个物理覆盖中，即为其所属物理覆盖。 
假设图 1 中的物理网格 b-g 为开挖面而非不连

续面后，系统的流形单元划分不发生变化。而因为

b-g 没有对各个数学覆盖作剖分，所得到的物理覆

盖系统将与不存在 b-g 时的情况相同，这样就自然

地消除了位移在 b-g 处不连续的现象。 
下面说明这种“令开挖面剖分流形单元却不剖

分数学覆盖”的做法，为何能保证开挖前开挖面两侧

位移的连续性。 
在矩形数学网格的条件下，流形单元的权函数采

用的是有限元矩形网格 4 个顶点对应的形函数，即 
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式中： x 、 y 为单元所在数学网格内的局部坐标，

其他符号意义见文献[11]。流形单元上的位移函数

可表达为 
4
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    （2） 

式中： ( )e iu 、 ( )e iv 为第 i 个物理覆盖对应的覆盖函数。 
以图 1 中的流形单元①、②为例，局部放大如

图 2（a）所示。位于开挖面两侧的流形单元①、②

同属于一个数学网格 1-2-5-4，它们的物理覆盖均对

应这 4 个节点。因开挖面 b-g 未对任何数学覆盖作

剖分，每个节点都只有一个物理覆盖，所以单元①、

②的物理覆盖相同，都是节点 1、2、5、4 对应的惟

一的物理覆盖。因此，这两个单元具有相同的覆盖

函数；而其权函数又都是在数学网格 1-2-5-4 的局部

坐标系内定义的，则参考式（2）可知，两个单元的

位移函数在其交界位置 b-m 处是完全连续的。 
 

 
(a) 存在开挖面 

 
(b) 不存在开挖面 

图 2  有无开挖面的对比 
Fig.2  Comparison of element between continuum  

and discontinuum 
 
由于单元的刚度矩阵、惯性力矩阵等项都是在

数学网格的局部坐标系内计算得到，图 2（a）所示

材料被分成两个单元时，单元①、②对总刚度矩阵

等项的贡献，与图 2（b）所示不存在开挖面只有一

个单元时单元①对各矩阵的贡献是相同的。 
若干个算例也直接证明，在结构及荷载情况相

同的条件下，引入开挖面与不存在开挖面，在开挖

前所进行的计算，其结果是完全相同的，说明所述

用于开挖的覆盖剖分过程是可行的。 
3.3  地层界面及不同参数地层的处理 

当模拟的岩土体内包括物理参数不同的多种地

层时，可以将数值流形方法原有的接触理论同上一

节提出的 Group 概念结合起来运用，便能有效地实

现预期的功能。 
不同地层之间的界面，由于其两侧是力学性质

不同的岩土体，加之地层界面本身的填充条件各异，

因此，在定义材料的物理网格时，就应将其作为不

连续面来输入。至于对不同地层的参数赋值，则可

以在前处理时预先定义不同的 Group，并对每个

Group 分别定义物理参数即可。 
值得注意的是，第 3.2 节所述连续体问题中曾

假设不同 Group 的公共边为开挖面，因此，忽略其

对数学覆盖的剖分。而在本节中，如果按照地层属

性的不同来定义 Group，那么地层界面也将会成为

不同 Group 的公共边。这种情况下，其对数学覆盖

的剖分是绝不能忽略的。在进行前节所述步骤⑤的

判断时需格外注意：根据记录的所有开挖面和不连

续面信息，如果某条边只属于开挖面，那么便将其

按照开挖面处理，剖分流形单元，不剖分数学覆盖。

如果某条边既是开挖面又是不连续面，那么需将其

按不连续面处理，对流形单元和数学覆盖均作剖分，

并设置接触弹簧，计算中进行接触状态的判断和迭

代。 
3.4  开挖释放荷载的计算和施加 

开挖释放荷载的计算采用与有限元相同的方 
法[11]，即 

T T T
0   

1 1 1
d d d

t t t

M M M

V V S
t t t

F V f V p s
  

      B N N  

                                        （3） 
式中：M 为挖掉的单元个数； 0 为开挖区的初始

应力场； f 为体力； p 为面力，式中其他距阵的意

义见文献[12]。施加释放荷载进行计算前，将位于

开挖区内的单元的物理参数及接触弹簧的劲度系数

均降低 3 个数量级，以消除其对整个系统的影响。 
但释放荷载的施加与有限元的做法并不完全相

同。有限元中，按照式（3）计算得到的释放荷载将

施加在开挖面各个节点上。而数值流形方法中并不

强调节点的概念，与有限元节点对应的概念是物理

覆盖，因此释放荷载将施加在对应的物理覆盖上。 
用一个简单的开挖模拟解释这一不同，如图 3

所示，假设重度为 的结构在自重作用下平衡后，

要挖掉上半部分。 
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采用两个单元的有限元计算时，根据式（3）计

算可得释放荷载将施加在节点 3、4 上，且荷载值均

为： 0xF  ， 0.5yF ab 。 
 

 
图 3  结构简图 

Fig.3  Structure sketch 
 
采用数值流形方法计算，当数学网格为 1×2

或 1×1 时，都将得到图 3 所示的两个单元。采用

1×2 的网格时，数学网格将把系统划分为两个单

元，开挖面 3-4 因与数学网格线重合对覆盖剖分没

有任何影响。此时的计算与上述有限元计算实质上

是一样的。 
在实际问题中，开挖面与网格线重合的几率很

小，开挖面位于网格中才是一般的情况。采用 1×1
的网格，便能体现出这种一般性。此时，只存在 1、
5、6、2 这 4 个数学网格节点和它们对应的 4 个物

理覆盖，是开挖面 3-4 将系统划分为上下两个流形

单元，且如同在 2.2 节中已阐明过的，这两个单元

具有相同的物理覆盖。开挖掉上面的单元后，通过

式（3）计算得到的释放荷载为 

1 5 6 2

1 5 6 2

0
0.25

x x x x

y y y y

F F F F
F F F F ab

    
    

     （4） 

式中：数字下标代表物理覆盖。可见，释放荷载将

施加在 4 个物理覆盖上。这与数值流形方法对作用

在结构上集中荷载的处理方式恰好一致，即当系统

只存在 4 个节点 1、5、6、2 对应的 4 个物理覆盖时，

假设在节点 3、4 的位置处均施加 0.5yF ab 的力，

根据数值流形方法的计算公式，荷载将分配到上述

4 个物理覆盖上，各荷载项的值与式（4）相同。 
对比有限元和数值流形方法，释放荷载施加的

形式似乎不同，然而其本质却是相同的，即都是将

释放荷载施加在开挖面两侧单元共有的广义自由度

上。 

4  算例分析 

4.1  二维弹性无限体的计算 
作为对本文方法的检验，计算一个二维弹性无

限体中挖除圆形孔洞的问题，与解析方法得到的结

果对比。 
计算模型受 10 MPap   的双向等压作用，材

料的弹性模量和泊松比为： 10 GPaE  ， 0.25  。

开挖前，圆孔周围局部的位移分布如图 4 所示，挖

掉中心圆孔后，局部主应力分布如图 5 所示。 

 

 

图 4  开挖前位移矢量图 
Fig.4  Displacement vector before excavation 

 

 

图 5  挖掉圆孔后主应力分布 
Fig.5  Principle stress distribution after excavation 

 
表 2 给出了 3 个具有代表性的点的径向应力、

切向应力和径向位移的计算结果与理论值，表中 R
为圆孔半径，r 为点到圆心的距离更多样本点表明，

数值计算结果能够达到一定的精度，且随着 r 的增

大逐渐趋近于理论解。 
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表 2  数值解与理论解 
Table 2  Computed result and analytical result 

点的位置 理论解 数值解 

 r /MPa 0 -1.63 

 /MPa -20.0 -20.8 A(r =R) 

ur /m 0.062 5 0.059 2 
 r /MPa -1.74 -1.51 
 /MPa -18.26 -17.93 B(r =1.1R) 
ur /m 0.056 8 0.054 9 
 r /MPa -8.89 -9.05 
 /MPa -11.11 -11.15 C(r =3R) 
ur /m 0.020 8 0.020 4 

 
4.2  隧道开挖模拟 

下面的算例中包含了两种不同地层。Zone1 的

力学参数 325 kN/m  ，弹性模量 20.0 GPaE  ，

泊松比 0.3  0。Zone2 的力学参数 315 kN/m  ，

弹性模量 13 GPaE  ，泊松比 0.2  ，同时，假定

隧道开挖面与地层界面相交，如图 6 所示。为了定

义不同的地层参数以及开挖部分，需将整个分析域

划分为 4个Group。图中的G1、G2部分被赋予Zone1
的地层参数，G3、G4 被赋予 Zone2 的地层参数。

G2 和 G3 为将要开挖掉的部分。对这几个 Group   
的公共边，按照第 2 节所述方法进行判断，地层界

面和开挖面采取相应不同的处理方法，其中，地层

界面的物理参数取为摩擦角 30   ，黏聚力

100 kPac  ；开挖面只剖分流形单元，不剖分数学

覆盖。 
模型的左、右边界施加横向的约束，底部施加

固定端约束，按平面应变假设计算。 
 

 
图 6  隧道模型（单位：m） 
Fig.6  Tunnel model (unit: m) 

 

开挖前，模型在自重作用下形成初始应力场图

7 所示为 yy 的分布云图。由图可见，由于土体重度

不同，Zone 1 内部的应力梯度小于 Zone 2，且应力

值在其相交的地层界面处发生突变。反观隧道开挖

面两侧，则没有出现不连续的现象，开挖部分与剩

余部分完全按照连续体的特性发生变形。 
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-1.3 
-1.5 

 
图 7  土体内应力分布（单位：MPa） 

Fig.7  Contours of  yy (unit: MPa) 
 
随后，在两种不同条件下进行了开挖计算，即

保持原地层界面参数和令地层界面参数 0c  
两种情况。在原地层界面参数的条件下，隧道开挖

后局部的位移矢量如图 8（a）所示，可以观察到拱

顶下沉和底板上翘等常规现象，且由于地层界面未

发生剪切破坏，界面两侧的位移趋势是一致的。 
 

 
(a) 原地层界面参数 

 
(b) 地层界面参数为零 

图 8  开挖后位移矢量图 
Fig.8  Displacement vector after excavation 

 
地层界面参数为 0 的条件下，位移矢量如图   

8(b)所示（位移放大倍数与图 8(a)相同）。Zone1 内
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的拱顶位移方向近似平行于地层界面，而 Zone 2 的

位移更趋近垂直于外部的土体坡面。这是由于隧道

上部的地层界面在释放荷载作用下发生剪切破坏，

地层界面失去了切向的约束，因而 Zone1 土体沿着

地层面发生了较大的位移；同样因为失去了切向约

束，Zone2 土体不能再与 Zone1 协调变形，而只受

到右上侧开挖面上的释放荷载对其向隧道内部的拉

力作用，所以出现了如图所示的位移趋势。 

5  结  论 

（1）视开挖面为特殊的不连续面，令其剖分流

形单元却不剖分数学覆盖，可以实现数值流形方法

对开挖的模拟。这种方法无需对开挖部分单独定义

数学网格，开挖面自动剖分两侧单元，同时又能保

证开挖面两侧在开挖前完全按照连续体的特性发生

变形。将本文所述开挖模拟方法与数值流形方法的

接触理论相结合，便可以处理包含多种地层条件特

别是包含不连续变形的工程问题。 
（2）由于两套网格的复杂设置，与其他数值方

法的离散过程相比，数值流形方法的覆盖剖分过程

难免需要更高的时间成本。对于求解域内应力梯度

均匀的问题，数值流形方法采用的单纯形积分令其

计算结果较同等网格条件下的有限元计算结果更

高。但对于应力集中现象明显的问题，均匀的网格

设置则造成了部分区域计算精度不必要的浪费和部

分区域计算精度的不足。 
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